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Вступ
Серед задач, які зустрічаються на уроках математики, часто є задачі, для розв’язання яких потрібно не лише знання шкільної програми, а й творче застосування цих знань, зокрема при розв’язуванні рівнянь з модулями.
Це питання досить актуальне, тому що задачі такого типу зустрічаються  в завданнях високого рівня на уроках , завданнях шкільних, районних олімпіад з математики, у завданнях для державної підсумкової атестації з математики. 
В межах 9 класу нашої школи проведено опитування з даного питання. По результатах опитування складено діаграму. [9, 26].
Аналізуючи результати опитування, можна зробити  висновки, що труднощі при розв’язуванні рівнянь з модулями мають абсолютно всі учні класу, прості рівняння з модулями вміють розв’язувати майже всі учні, а ось складніші рівняння викликають труднощі у багатьох, хоча подолати ці труднощі бажають не всі.  
Тому  доречно цю проблему дослідити більш глибоко.
Метою даної наукової роботи є:

· на основі узагальнення наукових даних зробити критичний аналіз та власний вибір способів розв’язування рівнянь з модулем;
· використання набутих знань для поглиблення вмінь та навичок розв’язування рівнянь з модулями;
· робити самостійні висновки на основі критичного опрацювання наукових джерел, даних практичного досвіду.
Розділ 1. Означення модуля дійсного числа
Нехай a - довільне дійсне число.
Модулем  невід'ємного  числа  а називається саме це  число,  модулем

від'ємного числа а називається число, йому протилежне.
Позначають модуль числа а символом |а|. Отже, за означенням
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Чи відчуваєте труднощі при

розв’язуванні рівнянь з модулем ?

Чи вмієте розв’язувати прості 

рівняння з модулем?

Чи відчуваєте труднощі при

розв’язуванні складніших рівнянь

з модулем?

Чи хочете навчитись розв’язувати

складніші  рівняння з модулем?


Це означення слід розуміти в тому сенсі, що модуль замінюється дужкою, перед якою стоїть знак плюс або мінус, в залежності від знаку внутрішнього виразу. Знання означення модуля вже дозволяє спрощувати вирази зі знаком модуля.

Приклад . Спростити вираз
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Розв'язання. Розглянемо два можливі випадки:
1). Якщо а 
[image: image3.wmf]³

 2, то
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2). Якщо а<2, то
А =
[image: image6.wmf]×

+

=

-

-

+

+

-

=

-

-

+

-

+

-

1

1

)

3

)(

2

)(

1

(

)

3

)(

2

(

6

5

2

)

2

(

4

2

3

2

а

а

а

а

а

а

а

а

а

а

а


Зазначимо, що при записуванні відповіді обов'язково слід враховувати область допустимих значень даного виразу (ОДЗ). Так, в наведеному прикладі, область допустимих значень змінної а складається зі всіх значень а, для яких знаменник не дорівнює нулю, тобто а 
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Відповідь: якщо а 
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Таким чином, модуль не стільки ускладнює приклад, як збільшує кількість прикладів, адже доводиться спрощувати не один вираз, а декілька. При цьому слід пам'ятати, що при збільшенні кількості модулів варто скористатись методом інтервалів, тобто розбити числову вісь на проміжки, на яких підмодульні вирази зберігають знак. У багатьох випадках це можна зробити усно, але якщо модулів багато, то зручно зобразити числову вісь, на якій відмічаються корені підмодульних виразів    і   для   зручності   можна відмітити також знаки підмодульних виразів.

Приклад  1. Спростити вираз
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Розв'язання. Оскільки коренями підмодульних виразів є числа 0 і 1, та числова вісь розбивається на три інтервали.

1). Якщо х < 0, то 
[image: image17.wmf].
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2). Якщо х
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3) Якщо х>1, то 
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Область допустимих значень даного виразу складається зі всіх значень

змінної, крім  х = 
[image: image21.wmf]3

1

 та х = 1, при яких знаменник дорівнює нулю.
Відповідь: якщо х є (-
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якщо х є [0;
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якщо х є (1;
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Отже, збільшення кількості модулів не є ускладненням прикладу, а лише збільшенням обсягу роботи.

Одним із прийомів, який дозволяє ускладнювати приклади,  а також призводить до масових помилок при розв'язуванні вправ є використання формули 
[image: image29.wmf]2
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Як правило часто забувають про знак модуля, тому бажано для профілактики розв'язувати прості вправи типу 
[image: image30.wmf]2

3

= ,
[image: image31.wmf]2

)

2

(

-

= ,
[image: image32.wmf]2

)

5

(

-

=  для того, щоб звикнути до того, що рівність 
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Приклад 2. Спростити вираз
А=
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Розв'язання.   Корені  підмодульних  виразів   х=0   та   х = 6   розбивають числову вісь на три проміжки, тому маємо:
1). Якщо х  < 0, то А= –х+6+х = 6.
2). Якщо х 
[image: image35.wmf][
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 , то  А = – х + 6 – х = 6 – 2х.
3). Якщо х  > 6, то  А = х – 6 – х = –6.
Відповідь: якщо х < 0, то А=6,

якщо х 
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якщо  х> 6, то   А = –6 .
Приклад 3. Спростити вираз
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Розв'язання. 
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Зрозуміло, що цей приклад відрізняється від попереднього тільки тим, що

модуль було «замасковано». 
Відповідь: якщо х
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якщо х 
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У багатьох прикладах повний квадрат під знаком кореня також можна «замаскувати».
Висновки до розділу 1.
Збільшення кількості модулів не є ускладненням прикладу, а лише збільшенням обсягу роботи.
Одним із прийомів, який дозволяє ускладнювати приклади,  а також призводить до масових помилок при розв'язуванні вправ є використання формули 
[image: image44.wmf]2
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У багатьох прикладах повний квадрат під знаком кореня «замаскований».
Розділ 2. Геометричний зміст модуля дійсного числа
Кожному дійсному числу можна поставити у відповідність точку координатної  прямої, яка є геометричним зображенням цього числа. Кожній точці чи​слової прямої відповідає її відстань від початку координат, або довжина відрізка, один з кінців якого лежить у початку координат, а другий - у даній точці. Довжина цього відрізка буде геометричною інтерпретацією модуля числа.
Щоб знайти довжину відрізка координатної прямої, треба від координати його правого кінця відняти координату його лівого кінця.

Якщо точка А з координатою а на координатній прямій лежить зліва від точки В з координатою b, то a<b і AB = b – a.
Якщо точка А з координатою а на координатній прямій лежить справа під точки В з координатою b, то a>b і AB = a – b.
Якщо ж точки А(а) і B(b) збігаються, то a = b і АВ = 0.
Об'єднуючи ці формули, маємо: AB = |a – b| .
Отже, відстань між двома точками координатної прямої дорівнює модулю різниці координат цих точок.

Якщо точка С(с) лежить між точками  А(а) і В(b), то АС + СВ  =  АВ, тобто
Користуючись геометричним змістом модуля можна розв'язувати найпростіші рівняння та нерівності зі знаком модуля.

Приклад 4. Розв'язати рівняння |х -1| = 3.
Розв'язання. Задачу можна сформулювати так: на координатній прямій і найти координати точок, відстані від яких до точки з координатою 1 дорівнюють 3.

Таких точок буде дві. Одна з них лежить від точки з координатою 1 на три одиниці вправо, друга – на такій самій відстані вліво. Це точки з координатами 
х = 4 та х = –2.

Відповідь: –2; 4.
Незважаючи на те , що наведений приклад є простим з точки зору розв'язання,    він    є    доброю    ілюстрацією    зв'язку    алгебраїчного  та геометричного підходу до розв'язування рівнянь зі знаком модуля.
Приклад 5. Розв'язати рівняння |х +1| +|х –5| = 6.
Розв'язання. Дане рівняння рівносильне такому: |х –(–1)| +|х –5| = 6. Останнє рівняння означає, що на координатній прямій треба знайти координати точок, сума відстаней від яких до точок з координатами (–1) та 5 дорівнює 6. Оскільки відстань між точками (–1) та 5 дорівнює 6, то шуканими координатами будуть координати точок, які лежать між точками координатами (–1) та 5. Отже, дане рівняння має безліч розв'язків, причому розв'язками будуть координати всіх точок, які належать проміжку [–1;5].
Відповідь: х
[image: image45.wmf]Î

[–1;5].
Приклад  6. Розв'язати рівняння |10 –2х| — |8x –24| = 0. 
Розв'язання. Дане рівняння рівносильне такому:

2|5 –х| — 8|x –3| = 0 або |х– 5| = 4|x –3| = 0.
 Отже, на координатній прямій треба знайти координати точок, відстані від яких до точки з координатою 3 були б в чотири рази менші за відстані від точки з координатою 5.

Нехай шукана точка з координатою  х лежить поза відрізком [3;5] вліво від точки з координатою 3 на відстані y, тобто |x–3|= y. Тоді |х–5| = у + 2 і дане
рівняння матиме вигляд  у + 2 = 4 y, звідки у = 
[image: image46.wmf]3
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, тобто х = 3 – 
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 = 2
[image: image48.wmf]3

1

.

Нехай шукана точка з координатою х лежить всередині проміжку [3;5] на
відстані z (z
[image: image49.wmf]£

2) від точки з координатою 3. Тоді  |х – 3|= z,  |x –5| = 2 – z  і маємо рівняння 2 – z =  4z, звідки , тобто х  = 3 + 
[image: image50.wmf]5
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Поза проміжком [3;5] справа від точки з координатою 5 лежать точки, відстані від яких до точки з координатою 3 більші, ніж до точки з координа​тою 5. Тому справа від точки з координатою 5 рівняння розв'язків не має.

Відповідь: 2
[image: image52.wmf]3
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Висновки до розділу 2.

Користуючись геометричним змістом модуля можна розв'язувати рівняння зі знаком модуля.  Приклади, розглянуті в тексті,     є    доброю    ілюстрацією    зв'язку    алгебраїчного  та геометричного підходу до розв'язування рівнянь зі знаком модуля.
Розділ 3. Розв’язування рівнянь зі знаком модуля за допомогою означення
У багатьох випадках для того, щоб розв'язати рівняння зі знаком модуля, достатньо скористатись означенням модуля.
Приклад 7. Розв'язати рівняння |х| = x3 + х–2.
Розв'язання. Дане рівняння рівносильне сукупності мішаних систем:
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При розв'язуванні отриманої сукупності слід пам'ятати про те, що розв'язуються насправді рівняння, а нерівності служать для відбору коренів. Тому запис сукупності варто робити лише один раз, а потім розв'язувати кожне рівняння окремо.

Рівняння х = х2 + х -2 має два корені х = –
[image: image55.wmf]2

та х = 
[image: image56.wmf]2

. Розв'язком першої системи сукупності є лише х = 
[image: image57.wmf]2

. 
Рівняння 
[image: image58.wmf]2
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 має два корені х = –1–
[image: image59.wmf]3

 та х = –1+
[image: image60.wmf]3

, з яких розв'язком другої системи сукупності є лише х = –1–
[image: image61.wmf]3

..
Відповідь: х= –1–
[image: image62.wmf]3

;2.

Приклад 8. Розв'язати нерівність х2 –2|x|<3.

Розв'язання. Дана нерівність рівносильна сукупності систем нерівностей:
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 Розв'язуючи сукупність, отримаємо, що х
[image: image64.wmf]Î

 (-3;-3). 
Відповідь: x
[image: image65.wmf]Î

 (-3;3).
Приклад 9. Розв'язати рівняння |х+2| — |x–1| = 0. 
Розв'язання. Дане рівняння рівносильне сукупності мішаних систем:          
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Розв'язуючи рівняння, отримаємо х = -3,  та х = 3, причому ці значення є також розв'язками систем.

Відповідь:    3; -1; 3.
Приклад 10. Розв'язати рівняння |х+2| — |x – 3| + |2х –8|= x.
Розв'язання. Дане рівняння рівносильне сукупності мішаних систем:
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звідки знаходимо, що х= 3. 
Відповідь: 3.

Приклад 11. Розв'язати рівняння 
[image: image67.wmf].
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Розв'язання. Позбавимось спочатку внутрішніх модулів:

1).  Якщо  х<–1, то рівняння  набуває вигляду  
[image: image68.wmf]3
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=1 або  4 = 1,
тобто не має розв'язку.
2). При х
[image: image69.wmf]Î

 [-1;3] рівняння перепишеться так: 
[image: image70.wmf]3
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, тобто |2х–2| = 1.

На  проміжку, що розглядається, рівняння рівносильне сукупності мішаних систем:
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звідки  знаходимо, що х = 
[image: image72.wmf]2
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 та х = 
[image: image73.wmf]2

3

.

3).  При   х > 3   маємо:   |х + 1 – х + 3| = 1   або   4 = 1, тобто рівняння   не  має розв'язку.

Відповідь: 
[image: image74.wmf]2
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;
[image: image75.wmf]2
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Зрозуміло, що для використання означення бажано, щоб підмодульні вирази мали якомога простіший вигляд. Як правило, йдеться про лінійні вирази, але можливі й більш складні випадки.

Приклад 12. Розв'язати рівняння 2| х2 +2х-5|= х – 1.
Розв'язання. Якщо скористатись означенням модуля, то дане рівняння рівносильне сукупності мішаних систем:

[image: image76.wmf]ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

ï

î

ï

í

ì

<

-

+

-

=

-

+

-

ï

î

ï

í

ì

³

-

+

-

=

-

+

.

0

5

2

,

1

)

5

2

(

2

.

0

5

2

,

1

)

5

2

(

2

2

2

2

2

х

х

х

х

х

х

х

х

х

х


Знову ж таки, розв'язуючи рівняння,  одержимо  корені:  для  першого рівняння  
[image: image77.wmf]2

3

 і  -3, для яких нерівність перевірити досить легко; для другого
рівняння 
[image: image78.wmf]4
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, для яких перевірка є не простою частиною розв'язання. Як правило, про таку перевірку забувають, внаслідок чого приклад так і залишається нерозв'язаним. Основним недоліком наведеного вище розв'язання є неоптимальний вибір способу «боротьби» з модулем.  Оскільки  наведений  приклад  має  вигляд   |А|=В,  причому  підмодульний вираз А є складнішим за В, то в цьому випадку краще скористатися теоремою, яка буде розглянута в наступному пункті.

Висновки до розділу 3.

При розв’язуванні рівнянь з модулем за допомогою означень складаються мішані системи, причому слід пам'ятати про те, що розв'язуються насправді рівняння, а нерівності служать тільки для відбору коренів.
Розділ 4.Теореми про рівносильніcть  рівнянь та нерівностей зі знаком модуля
Теорема 1. Рівняння |А| = В рівносильне мішаній системі
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Теорема 2. Нерівність |А| < В рівносильна системі нерівностей
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Теорема 3. Нерівність |А| > В рівносильна сукупності нерівностей
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Теорема 4. Нерівність |А| 
[image: image82.wmf]£

В рівносильна системі нерівностей
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Теорема 5. Нерівність |А|  
[image: image84.wmf]³

 В рівносильна сукупності нерівностей
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Слід відмітити, що фактично про ці теореми мова йшла при використанні геометричного змісту модуля.

Чим же відрізняються теореми від означення? Рівняння, які доведеться розв'язувати, будуть такими ж, але нерівності, з допомогою яких ми будемо відбирати корені рівнянь тепер відносяться до тієї частини рівняння, яка не стоїть під знаком модуля. Повернемось до рівняння, яке розглядалося в попередньому пункті.
Приклад 13. Розв'язати рівняння 2| х2 +2х–5|= х – 1.
Розв'язання. Дане рівняння рівносильне мішаній системі
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 EMBED Equation.3  [image: image87.wmf]ï
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Коренями сукупності рівнянь є 
[image: image88.wmf]2
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;-3, 
[image: image89.wmf]4
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Тепер уже досить легко перевірити,  що розв'язком  системи  є 
[image: image90.wmf]2
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 та 
[image: image91.wmf]4
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.
Відповідь: 
[image: image92.wmf]4
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[image: image93.wmf]2
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.
В багатьох прикладах можна комбінувати обидва розгля​нуті методи, тобто використовувати і теорему і означення.
Приклад 14. Розв'язати рівняння: |х + 5– |х – 8|| = 3 –х.
Розв'язання. 
Перший   спосіб.   Дане  рівняння рівносильне мішаній системі        
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Розв'яжемо  перше рівняння.  Оскільки  при   х
[image: image95.wmf]£

3   підмодульний  вираз від'ємний, то х+5+х–8=3–х, звідки х= 2.
Аналогічно друге рівняння набуває вигляд х + 5 + х – 8 = х–3, звідки х = 0.
Обидва значення задовольняють нерівності системи.
Відповідь: 0;2.

Другий спосіб. Розкриємо за означенням внутрішній модуль. Маємо:
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      або 
[image: image97.wmf]ê
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Друга система розв'язку не має.  Рівняння  першої системи згідно з теоремою 1 рівносильне системі
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 Відповідь: 0;2.

Приклад 15. Розв'язати рівняння   |х2–9|+ | х–2| = 5.
Розв'язання. Перепишемо рівняння у вигляді |х–9|=5–|х–2|. Згідно з теоремою 8, маємо рівносильну мішану систему
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 Розв’яжемо перше рівняння: | х–2|=14–х2. Скористаємось означенням модуля. Маємо сукупність мішаних систем
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Відмітимо, що для першої системи нерівність 5–|х–2|
[image: image101.wmf]³

0 набуває вигляду 7–х
[image: image102.wmf]³

0, тобто розв'язки рівняння  х2+х–16 = 0 повинні задовольняти умові
2
[image: image103.wmf]£

  х 
[image: image104.wmf]£

 7 .   Корені   рівняння  x1,2 = 
[image: image105.wmf]2
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, нерівності задовольняє тільки  

х = 
[image: image106.wmf]2
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.
Корені рівняння другої системи х = –3 та х = 4 можна перевірити і безпосередньо, тоді  х = –3.

Відповідь: -3; 
[image: image107.wmf]2
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Приклад 16. Розв'язати рівняння 
[image: image108.wmf]1
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Розв'язання. Дане рівняння рівносильне мішаній системі
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Корені  рівняння знайдені в попередньому прикладі, умові х < –1 задовольняє тільки х = –3. 
Відповідь: -3.
Висновки до розділу 4.

Рівняння, які доведеться розв'язувати, будуть такими ж, але нерівності, з допомогою яких   відбираються корені рівнянь, тепер відносяться до тієї частини рівняння, яка не стоїть під знаком модуля.
Розділ 5. Ще один спосіб розв'язування рівнянь зі знаком модуля
Досить часто доводиться розв'язувати рівняння , які мають вигляд |А| = В, де В
[image: image110.wmf]³

0 або |А|
[image: image111.wmf]³

|В|  (зрозуміло, що тут виписані не всі можливі

випадки нерівностей ).
Найкращим способом розв'язання тут є піднесення обох частин до квадрату, адже |А|2 = А2. 
Приклад 17. Розв'язати рівняння |x – 2| = 3|3 – х|.
Розв'язання. Піднесемо обидві частини рівняння до квадрату. Маємо:
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звідки х = 
[image: image113.wmf]4
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 , х = 
[image: image114.wmf]2
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.
Відповідь: 
[image: image115.wmf]4
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;
[image: image116.wmf]2
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.
При розв'язуванні наступного прикладу, як правило, виникає питання: а як піднести до квадрату квадратний тричлен, адже цієї формули ми не вивчали. По-перше, це досить легко зробити, записавши квадрат як добуток, по-друге, необхідності в піднесенні до квадрату взагалі немає, оскільки можна використати формулу різниці квадратів.

Приклад 18. Розв'язати рівняння |x — 6| = |x2 – 5x+9|.
Розв'язання. Піднесемо обидві частини рівняння до квадрату. Маємо: 
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Останнє рівняння рівносильне сукупності двох рівнянь: х2 – 4х + 3 = 0 або х2 –6х +15 = 0.  Перше з рівнянь має корені х = 1 та х = 3; друге рівняння – розв’язків не має. 
Відповідь: 1;3.

Висновки до розділу 5.

Розв'язувати рівняння , які мають вигляд |А| = В, де В
[image: image119.wmf]³

0  можна способом піднесення обох частин до квадрату, адже |А|2 = А2. При розв'язуванні іноді може виникнути  питання   піднесення до квадрату квадратного тричлена. Це досить легко зробити, записавши квадрат як добуток,  або використати формулу різниці квадратів.

Розділ 6. Графічний метод розв’язування рівнянь зі знаком модуля
У багатьох випадках рівняння досить легко розв'язується, якщо побувати графіки лівої та правої частини. Побудови графіків функцій,  в яких змінна знаходиться під знаком модуля також може здійснюватись різними способами: за означенням або за теоремою. 
Приклад 19. Побудувати графік функції у = |х + 2| – |х –1|.
Розв'язання.   У   цьому  випадку  скористаємось  означенням   модуля   і отримаємо, що у = –3, якщо х< –2; у =2х+1, якщо 
[image: image120.wmf]Î

х

 [– 2;1]; у =3, якщо x>1. Графік матиме вигляд:
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Приклад 20. Побудувати графік функції  у = |х2 – 8|х| + 7|.
Розв'язання. У цьому випадку доцільніше скористатись теоремами про побудову графіків. Побудову почнемо з параболи у = x2 – 8х + 7, а потім вико​ристаємо алгоритми побудови графіків функцій у = f(|x|) та y = |f(x)|. Отримаємо графік:

[image: image122.jpg]



Для розв'язування рівнянь побудова графіка є допоміжною задачею, тому  побудова  повинна відбуватись без  найменших зусиль.
При розв’язуванні рівнянь можна розглянути три різні задачі:
а)
розв'язати рівняння;

б)
зобразити множину точок, які задовольняють рівнянню.
В цих задачах під знаком модуля може бути дві змінні.
в)
скільки спільних точок мають графіки функцій або множини точок. Це буде задача з параметром.

 Приклад 21. Розв'язати рівняння |х| = 2 + |x – 2|.
Розв'язання. Побудуємо графіки функцій у =|х| та у = 2 + |х – 2|.
Легко побачити, що графіки функцій співпадають при x
[image: image123.wmf]³

2.
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Відповідь: х
[image: image125.wmf]Î

[2;
[image: image126.wmf]¥

).
Побудова графіка в цьому способі є допоміжною задачею. Недоліком графічного методу розв’язання є те, що далеко не завжди точний розв'язок можна побачити на рисунку, але і в цьому випадку рисунок може підказати хоча б структуру розв'язку.
Приклад 22. Розв'язати рівняння |x2 + х – 3| = х.
Розв'язання. Побудуємо графіки функцій у = |х2 + х – 3| та у = х.
[image: image127.jpg]R R
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У цьому випадку з рисунка легко визначається тільки один з коренів: х = 1. Але також видно, що другий корінь ми одержимо з рівняння  х2 + х – 3 = х, причому це має бути більший з коренів. 
Відповідь: 1;
[image: image128.wmf]3

.

Приклад 23. Зобразити множину точок площини, координати яких задовольняють умову |x| + |у| + |1 – х – у| = 2.
Розв'язання. Для того, щоб зобразити дану множину точок, потрібно cпочатку координатну площину розбити на частини, де підмодульні вирази зберігають знак, а для цього слід зобразити графіки у = 1 – х, у=0  та х = 0. На кожному з отриманих проміжків побудуємо відповідний відрізок прямої:
[image: image129.jpg]



Висновки до розділу 6

У багатьох випадках рівняння досить легко розв'язується, якщо побувати графіки лівої та правої частини. Побудови графіків функцій,  в яких змінна знаходиться під знаком модуля також може здійснюватись різними способами: за означенням або за теоремою. 
Побудова графіка в цьому способі є допоміжною задачею. 

Недоліком графічного методу розв’язання є те, що далеко не завжди точний розв'язок можна побачити на рисунку, але і в цьому випадку рисунок може підказати хоча б структуру розв'язку.
Розділ 7.  Нестандартні задачі
У попередніх пунктах розглянуті основні підходи до розв'язування рівнянь зі знаком модуля. Але слід пам'ятати, що в багатьох задачах доведеться застосовувати не один з цих прийомів, а їх комбінацію.
Приклад 24. Розв'язати рівняння 
[image: image130.wmf].
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Розв'язання. Позбавимось від внутрішніх модулів за означенням модуля. 1). Якщо х <–1, то |–х –1 + х –3|=|х|    або |х| = 4, звідки х = –4 або х = 4
Умові задовольняє тільки х = –4.
2). Якщо х
[image: image131.wmf]Î

 [–1;3], то рівняння перепишеться так: |х +1 + х – 3| = |х|.
Піднесемо обидві частини рівняння до квадрату. Маємо:  (2х – 2)2 = x2,
звідки   x = 
[image: image132.wmf]3

2

  та   х = 2,  причому обидва значення  належать проміжку,  що розглядається.
3). Якщо x >3, то маємо |x| = 4, звідки x= –4 або х = 4. Умові задовольняє
тільки  х = 4.
 Відповідь: – 4; 
[image: image133.wmf]3

2

; 2; 4. 
При розв'язуванні було використано два способи: означення модуля та піднесення до квадрату.

Незважаючи на те, що в більшості прикладів підмодульним виразом є лінійна функція або квадратний тричлен, можуть бути і більш складні ситуації.
Приклад 25. Розв'язати рівняння 
[image: image134.wmf],
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Розв'язання.  У цьому прикладі, звичайно, слід скористатись тим, що  |A|
[image: image136.wmf]³

0. тому насправді потрібно розв'язати систему рівнянь
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Число   с   легко  підраховується,  якщо скористатись формулою різниці

квадратів у вигляді (a + b)(a – b) = a2 –b2.
Після цього розв'яжемо симетричну систему і одержимо розв'язки.

Відповідь: (2;3);(3;2),
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Приклад 26. Розв'язати рівняння 
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[image: image140.wmf]Розв'язання. Знайдемо область допустимих значень, розв'язавши систему нерівностей
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Легко перевірити, що х = 1 задовольняє рівнянню. 
Розкладемо підкореневі вирази на множники. Маємо рівняння
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або при х
[image: image143.wmf]¹

1 рівняння 
[image: image144.wmf].
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Якщо х
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2, то 
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Піднесемо обидві частини останнього рівняння до квадрату. Одержимо:
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Оскільки права частина від'ємна, то рівняння розв'язку не має.
Якщо х
[image: image149.wmf]3
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 , то 
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Піднесемо обидві частини цього рівняння до квадрату. Одержимо:
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 EMBED Equation.3  [image: image152.wmf](
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Оскільки права частина від'ємна, то і це рівняння розв'язку не має. Відповідь: 1.
Приклад 27. Знайти  всі  значення  параметра   а,  при  яких  рівняння

|х+1| – 2ах  = 1 – х має два розв' язки.
Розв'язання.   Скористаємось   означенням   модуля.   Маємо   сукупність мішаних систем
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Розв'яжемо першу систему: 2х(1 – а) = 0. Якщо а =0, то розв'язком системи буде довільне значення х, яке задовольняє умові х 
[image: image155.wmf]³

 –1. Тому а = 1  не є розв'язком задачі. Якщо а 
[image: image156.wmf]¹

1, то система має єдиний розв'язок х = 0.
Розв'яжемо другу систему: ах = –1. При а = 0 рівняння розв'язку не має;
при а
[image: image157.wmf]¹

0 розв'язком рівняння є х= 
[image: image158.wmf]a
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. Це значення буде розв'язком системи,

якщо виконуватиметься умова 
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, тобто коли а
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Таким чином, рівняння матиме два розв'язки, якщо а
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Відповідь: 
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Приклад 28. Розв'язати рівняння 
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Розв'язання.  Оскільки  
[image: image164.wmf](
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, то можна ввести заміну  |х – 1| = t,
t
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Рівняння перепишеться так: 
[image: image166.wmf]18

7

2

-

-

t

t

= 0. Це рівняння має корені t = –2 та 
t = 11,  причому умові t 
[image: image167.wmf]0
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задовольняє тільки t = 11. Повернемось до заміни: 
|х – 1| = 11, звідки х = 12 або х = –10.

Відповідь: -10;12.
Висновки до розділу 7.
При розв’язуванні таких рівнянь зі знаком модуля можна використати всі способи та прийоми, що описані вище і не лише поодинці, а їх комбінацію.
Висновки

На основі проведеного аналізу серед різних способів розв’язування рівнянь з модулями я виділила такі:

· Розв’язування рівнянь зі знаком модуля за допомогою означення;

Я ще раз повторила означення модуля та способи розв’язання рівнянь за допомогою цього означення.

· Розв’язування рівнянь  за допомогою геометричного змісту модуля дійсного числа;

Тут пригадується геометричний зміст модуля дійсного числа як відстані між точками координатної прямої та спосіб розв’язування рівнянь  за допомогою геометричного змісту модуля.

· Розв’язування рівнянь за допомогою теорем про рівносильніcть рівнянь та нерівностей зі знаком модуля;

У цьому розділі я познайомилась з теоремами  про рівносильніcть  рівнянь та нерівностей зі знаком модуля та способами застосування цих теорем до розв′язування рівнянь з модулями.
· Розв’язування рівнянь зі знаком модуля способом піднесення обох частин до квадрату.

Розв'язувати рівняння , які мають вигляд |А| = В, де В
[image: image168.wmf]³

0  можна способом піднесення обох частин до квадрату, адже |А|2 = А2. При розв'язуванні іноді може виникнути  проблема   піднесення до квадрату квадратного тричлена. Це досить легко зробити, записавши квадрат як добуток,  або використати формулу різниці квадратів.

· Графічний метод розв’язування рівнянь зі знаком модуля;

Використовуючи даний спосіб розв’язування рівнянь,  треба добре знати графіки основних функцій, хоча побудова графіка є лише допоміжною задачею.
· Нестандартні задачі.
Це найцікавіший етап роботи, тому що при розв’язуванні таких рівнянь зі знаком модуля можна використати всі способи та прийоми, що описані вище. 
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Додаток1.

Чи вмієте ви розв’язувати рівняння зі знаком модуля?

Всього опитаних – 21 учень
Результати опитування
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Чи відчуваєте труднощі при

розв’язуванні рівнянь з модулем ?

Чи вмієте розв’язувати прості 

рівняння з модулем?

Чи відчуваєте труднощі при

розв’язуванні складніших рівнянь

з модулем?

Чи хочете навчитись розв’язувати

складніші  рівняння з модулем?
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